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Obliczanie elementéw elips bledow

W pracy [1] w przejrzysty sposob przedstawiono teorie elips bledow
charakteryzujacych dokladnos¢ wyznaczenia punktow. W szczegdlnosci
wyprowadzono wzory umozliwiajace obliczenie elementéw okre$lajacych
wielkos¢ (potosie A i B) i orientacje (kat ¢) elipsy bledu punktu wyzna-
czanego pojedynczo:

A="T03s (1)
It
. e
B = —% l/ zsa (2)
Vi
= 2[ab]
tg 2(? = [aa]—[bb] ) (3)
gdzie
t, laa] | (cos®p sin’yp
= { 2[ab] { { cos psinp—cospsing |- (4)
t, [bb] J sin’p cos’y

We wzorach tych [aa[, [ab], [bb] sa wspolczynnikami rownan normal-
nych, w ktorych jako niewiadome wystepuja poprawki wspdlrzednych
punktu wyznaczanego, m, jest bledem $rednim pojedynczego spostrzeze-
nia, za$ s — parametrem uzalezniajacym wielkos¢ polosi od prawdopodo-
bienstwa polozenia punktu wewnatrz elipsy. Wykazano, ze prawdopodo-
bienstwo to wyraza si¢ wzorem

W=1—e¥, (5)
z ktorego wynika, ze dla najczesciej stosowanej elipsy bledu S$redniego

W = 0,39 przy zalozonym s = 12.. Przyjmujac natomiast W =%(elipsa

prawdopodobna) otrzymuje si¢ s & 0,8325.

W sieci wielopunktowej elipse bledu punktu P, ktérego odcieta jest
i-ta a rzedna k-ta niewiadoma ukladu rownan normalnych, zdefiniowano
jako elipse bledu punktu wyznaczonego pojedynczo z ukladu 2 réwnan
normalnych o krakowianie wspoélczynnikowym

[aa] [ab) =Qu Qi }'l

= (6)
Qz‘k Qkk

[ab]  [bb]
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gdzie @y, Qix = Qui, Qi sa elementami odwrotnosci krakowianu wspoi-
czynnikow rownan normalnych sieci wielopunktowej.

Definicja ta jest w pelni uzasadniona pojeciowo. Wynika z niej bo-
wiem, ze przy ustalonym m, blad sredni dowolnej funkcji F wspolrzed-
nych punktu P wyznaczonego z sieci

o ey T fx}{Qil le}{fz 7
i mo{fy Qi Qk fy} @

réwna sie bledowi $redniemu tej funkcji obliczonemu przy zalozeniu, ze
wspolrzedne punktu wyznaczane sa z ukladu 2 réwnan normalnych o kra-
kowianie wspolczynnikowym (6)

- Haa] [abli { : i)
15,/ \[ab]  [bb]
gdyz na mocy definicji
{laa] [abl |~ _ {Qn Qi | 9)
[Clb] [bbl Qik Qkk |’

Inaczej mowige, punkt wyznaczany pojedynczo z ukladu réwnan nor-
malnych o krakowianie (6) moze by¢ pod wzgledem dokladnosciowym
w pelni identyfikowany z punktem P sieci wielopunktowej.

Podana definicja narzuca rowniez sposob obliczania elementow elipsy
bledu punktu wyznaczanego w sieci, polegajacy na zastosowaniu wzorow
(1)—(4) dotyczacych elipsy bledu punktu wyznaczanego pojedynczo, po
uprzednim obliczeniu wspoéleczynnikow [aa], [ab], [bb] krakowianu (6). Tego
rodzaju postepowanie jest jednak dos¢ pracochlonne. Opierajac si¢ na wzo-
rach (1)—(4) wyprowadzimy wzory dogodniejsze w praktyce.

Na podstawie (6) otrzymamy:

(aa] = Bk [ab) = — D pppy = (10)
D = QuQxx—Q%,, (11)

co pozwala na przedstawienie (3), (4) w postaci
2[abl o 2Qi’c (12)

B [aa]—(bb]  Qi— @k

t, [aa] ) [ cos®e sin®p
= 2[ab]l‘cos<psinq>—cos'psin';)=
ty [bb] ) | sin®p cos’g
1 Qx| [ cos’e sin%p
=71 —2Qu [|cospsing—cospsing (13)
Qi sin’y cos?p
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Podstawiajac dalej t; i t, wyrazone przez (13) do (1) i (2) napiszemy
nastepujace wzory na kwadraty polosi elipsy

’ 2D

A:=m?
e Qi c08*p— 2Q; cos ¢ sin @ + @y sin’y (19
) ? 2D
B2 = m2s® : i
Ted Q. sSin®o - 2Qy cos ¢ sin o —Q;; cos™y (15)
Wprowadzimy teraz oznaczenia:
X = Qu— Qux (16)
Y = 2Qix, (17)
R = YX*+Y} (18)
zgodnie z ktorymi wzor (12) przybierze postac
Y

Bedziemy traktowali X, Y jako wspolrzedne pewnego punktu S w ukla-
dzie, ktorego poczatek znajduje sie w punkcie wyznaczanym P, za$ osie
saq rownolegle do osi ukladu przyjetego do wyréwnania. Kat 2¢ okreslimy
jednoznacznie przyjmujgc, ze jest on katem kierunkowym (azymutem)
odcinka prostej PS.

X
4
y=24 S
-----ZIF-
2’ R |X‘Q,,"Q
= Loy AK
Rys. 1

Wynikaja stad nastepujace wzory

’ Y X
sm2,,———R , €os 2¢ = R’
1 1 1 X
<2 — i p =— — —_— 2
cos®p 2+2cos2(, 2+2R’ (20)
1 1 1 X
S - o o e BT
sin‘p = 5 2cos2,'> s SR
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Podstawiajac funkcje sin 2¢, cos?, sin?¢ podane wzorami (20) do (14)
i (15) otrzymamy

2D
1 5 )
5 (Qu+Qrx)— [% (Qii— Quer) + ;’Qikl

A? = m2s?
0

B® = mys® 2

i 3 .
5 (Qii+Qrx) + [%(Qii_Qkk) + %Qik]

Wyrazenie ujete w mianownikach nawiasami kwadratowymi réwna

. R .
sm; . Mamy bowiem

X Y X YY R R
EE‘(Qii_Qkk)+'§‘Qik 2 ‘ﬁx'i-i CRa) Ik
W zwigzku z tym
, 4D
A? = mls® 7R’
4D
2 — 2 2
B® = m}s ZIR’
gdzie
Z = QutQyy. (21)
Nietrudno sprawdzi¢, ze
4D = (Z+R)(Z—R), (22)

poniewaz
(Z—R) (Z+R) = Z2*—R? = (Qut+ Qux)*—(Qu— Qur)*— (2 Qi)? =
= 4 QuQkk —4 @ = 4 (QuQxr— Q%) = 4 D.
Uwzgledniajac (22) otrzymamy ostatecznie

A=mysV Z+R (23)

B=mesV Z—R. (24)

Z postaci wzorow (23), (24) widac¢, ze polos A o kacie kierunkowym ¢
obliczonym wedlug (19) jest wieksza polosia elipsy (A = B).

Do obliczenia elementow elipsy stuza bezposrednio wzory (16), (17), (18),
(19), (21), (23), (24), ktore wypiszemy jeszcze raz w kolejnosci ich stoso-
wania:
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X = Qu—Qux

Y = 2Qu

Z = Qil+Qkk

tg 20 = % (25)
R=VX*+Y?

A=msyZ+R
B=msV Z—R

Kontrola rachunku moze by¢ przeprowadzona wedlug wzoréw

A%+ B? = 2m2s*Z, (26)
A’—B* = 2ms’R, (27)
A* . B* = 4m}s'D, (28)

Y X (29)

~ sin 29 ~ cos 2¢’
wynikajgcych w sposob natychmiastowy z wzoréw wyprowadzonych
uprzednio.

Na zakonczenie podamy wybrane wartosci prawdopodobienstwa W po-
lozenia punktu wewnatrz elipsy.

s |W=1—e"%
0,707 0,393
0,832 0,500
1,000 0,632
1,517 0,900
1,731 0,950
2,146 0,990
2,628 0,999

Przyktlad. Posluzymy sie danymi ze skryptu [2]. Przyjmujac m, =

= 2,1, s = — oraz
V
Qll - 49,3 * ].0_4

@ = —13,1-1074
sz e 31,2 - 1074
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obliczymy kolejno na podstawie wzorow (25)
X =@ —Qp=181-107¢

Y=2Q = —26,2 104

Z=Q1+Qy = 8051074

tg2p = ;g = — 1,448 20 = 304°
¢ = 152°

R=yX*+Y*=318-10*
A=mesVZ+R=21-0,707-0,106 = 0,157
B =mys YZ—R = 2,1-0,707-0,070 = 0,104

Polosie A, B otrzymuje sie w tych jednostkach, ktore byly przyjete do
obliczenia wspoélezynnikow rownan poprawek. W danym przypadku poél-
osie wyrazone sa w decymetrach.
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EfH TA3I3UIKH

BBIYMCJIEHME SJEMEHTOB QJIJIMIICOB OHIMBOK

Peswome

B padore 0OCYKAQIOTCH, MAJO H3BeCTHbIE B IOJIBCKOI TEXHHYeCKOil JuTeparype,
hopMyJibl JUIA BBIYHCIICHHIT DJIEMEHTOB 9JIJIHIICOB OIIMGOK HA OCHOBE BECOBBIX KoahdH-
UHEHTOB Qjj.

DopMyJibl OTH ObUIH BbIBEJICHBI COMNIACHO TEOPHH HILIHICOB OIIHOOK CHOPMYIHpPO-
BaHHOH B MHOrHX paGorax npodeccopa C. XaycGpaujra.



JERZY GAZDZICKI

CALCULATING THE ELEMENTS OF ERROR ELLIPSES

Summary

In his paper the author presents formulae which are little known in Polish lite-
rature and which can be useful for calculating the elements of error ellipses on
the basis of their weight coefficients @;;. He developed these formulae using as basis
the theory of error ellipses described in S. Hausbrandt’s publications.
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