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Kilka metod numerycznych zwiazanych z wyréwnaniem
sieci geodezyjnych na maszynach elektronowych

1. Wstep

Kierunki rozwoju metod numerycznych zalezg przede wszystkim
od istniejacego poziomu techniki obliczeniowej, od wilasciwosci stosowa-
nych w praktyce urzgdzen rachunkowych. Jeszcze nie tak dawno obser-
wowalismy zmierzch metod numerycznych wyrostych na gruncie rachun-
ku logarytmicznego. Metody te ulegly dos¢ szybkiej dezaktualizacji
po wprowadzeniu do powszechnego uzycia arytmometrow. Specyfika
rachunku arytmometrycznego, a w szczegdlnosci mozliwo$¢ stosunkowo
szybkiego obliczania sum iloczynéw bez zapisobw posrednich, stata sie
przyczyng opracowania szeregu nowych metod numerycznych. Miedzy
innymi szybki rozwéj rachunku krakowianowego wywodzi sie z potrzeb
rachunku arytmometrycznego. Wlasciwie kazdy wzér krakowianowy moze
by¢ traktowany jako przejrzysta instrukcja narzucajgca ksztalt formu-
larza rachunkowego i kolejno$¢ wykonywanych operacji, przy czym jako
podstawowg operacje wyrdznia sie mnozenie kolumn krakowianowych
ktore jest przeciez obliczaniem sum iloczynow. Walory eksploatacyjne
arytmometréw sprawiaja, ze bedg one uzywane jeszcze przez diugie lata,
zwlaszeza przy rozwiazywaniu wszelkiego rodzaju drobnych zadan ra-
chunkowych. W zwigzku z tym bedg sie réwniez rozwijaly metody nume-
ryczne bezposrednio dostosowane do tej techniki rachunkowej.

Jednakze wieksze zadania rachunkowe sg juz obecnie rozwigzywane
niemal wylgcznie na maszynach elektronowych. Roéznorodne zastosowania
maszyn elektronowych, nawet w tych dziedzinach, w ktérych przedtem
technika numeryczna nie byla w ogole stosowana, sprawiajg, ze metody
numeryczne sg dzi§ przedmiotem zywego zainteresowania. Powstaly
i szybko sie rozwijajg nowe metody, nowe algorytmy, przystosowane do
szczegblnych wlasciwosci eksploatacyjnych maszyn elektronowych.
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Na czym polega odmienno$é tych nowych metod? Udzielenie zwiezlej
odpowiedzi na to pytanie jest dos§é trudne, niemniej jednak mozna sig
pokusié¢ o podanie pewnych cech charakterystycznych, predestynujacych
dane metody numeryczne do rachunku na maszynach elektronowych.
Tak wiec metody te powinny by¢ przede wszystkim proste, o malej liczbie
wzorow, tatwe do zaprogramowania i poézniejszego stosowania praktycz-
nego. Jako dziatanie typowe dla maszyny elektronowej nalezy uwazaé
cykliczne realizowanie tych samych prostych wzoréw przy zmieniajgcych
sie w sposob regularny argumentach. Dalej — metody te powinny byé
uniwersalne, tzn. powinny sie nadawaé¢ do rozwiazywania réznorodnych
zadan, nalezgcych do tej samej klasy zagadnien. Istotne jest rowniez
oszezedne wykorzystywanie miejsc pamieci maszyny, zwtaszcza jesli idzie
o wyniki posrednie. Metoda, ktéora wymaga zapamietywania znacznej
liczby wynikow posrednich nie jest odpowiednia dla maszyny elektrono-
wej 1 to zarowno ze wzgledu na wynikajgce stgd ograniczenia wielkosci
zadan rozwigzywalnych na danej maszynie, jak tez ze wzgledu na przedtu-
zenie czasu rachunku przy wykorzystywaniu powolnych pamieci pomoc-
niczych.

Jak w swietle powyzszych uwag przedstawia sie tradycyjny schemat
rachunkowy stosowany przy rozwigzywaniu podstawowego zadania obli-
czen geodezyjnych: wyréwnania ukltadéw obserwacyjnych metoda spo-
strzezen posrednich? W schemacie tym, poza obliczeniami wstepnymi.
I kontrolnymi, mozna wydzieli¢ nastepujgce 4 etapy rachunku:

a) ulozenie réwnan poprawek,

b) ulozenie réwnan normalnych,

¢) rozwigzanie réwnan normalnych,

d) obliczenie poprawek.

Obliczenia sg tu réznorodne, o niewielkim stopniu powtarzalnosci,
a wzory dos¢ skomplikowane. Opracowanie programow wedlug tego
schematu jest pracochlonne, przy czym zardéwno programy jak tez wy-
niki posrednie rachunku zajmuja znaczng liczbe miejsc pamieci [9],
co utrudnia i przedluza wyréwnywanie wiekszych ukladéw obserwacyj-
nych.

W pracy niniejszej omawia sie kilka nowych metod numerycznych
zwigzanych z wyrownaniem sieci geodezyjnych. Wspdlng cechg tych
metod jest ich przystosowanie do rachunku na maszynach elektronowych
oraz — ich catkowita nieprzydatnos¢é do rachunku arytmometrycz-
nego. Autor zwraca na to wyraznie uwage dla uniknigcia ewentualnych
nieporozumien.

W nastepnym rozdziale wyprowadza sie podstawowe wzory metody
spostrzezen posrednich. Sposob ujecia tych wzoréw, odbiegajacy od po-
wszechnie przyjetego, dostosowany zostal do tresci dalszych rozdzialow,
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przedstawiajgcych miedzy innymi nowe metody iteracyjnego wyréwnania
sieci geodezyjnych. Na koncu pracy podana zostala prosta metoda obli-
czenia odwrotnosci krakowianow symetrycznych, istotna w tych przy-
padkach, gdy procz wyroéwnania nalezy przeprowadzi¢ analize doktadno-
$ciowa wynikéw tego wyrdwnania.

2., Metoda spostrzezen posrednich

Metoda najmniejszych kwadratéw w jej ujeciu zwanym metodyg spo-
strzezen posrednich zajmuje sie wyznaczaniem wartoéci r niezaleznych
zmiennych z, y..u na podstawie podlegajacych pomiarowi wielkosei
Ly, L, ... L,, gdzie n == r. Pomiedzy niewiadomymi x, y ... u i wielko$ciami
mierzonymi istniejg zwigzki funkcyjne:

Li=Lfxy...u) i=12...n (1)

Wartosci L; obliczane w zaleznosci od x, y ... u bedg z reguly rézine

od wartosci zaobserwowanych L™, co wynika z istnienia nieuniknionych
btedéw pomiarowych; oznaczajgc réznice wartosci obliczanych i obserwo-
wanych przez v; mozemy napisa¢ tzw. rownania poprawek:

vi= Li—L? = Lix,y... u)— L™ (2)

Wyréwnanie metodg spostrzezen posrednich polega na obliczeniu
takich wartosci zmiennych x, ¥ ... u, przy ktorych speklniony jest warunek

[vw]=W =W(xy...uw) = min., (3)

stuszny dla obserwacji jednakowo dokladnych, badz tez warunek

obowigzujgcy w przypadku ogolniejszym, dotyczacym wyrdéwnania ob-
serwacji niejednakowo dokladnych o bledach $rednich m;. Poniewaz wa-
runek (4) daje sie tatwo sprowadzi¢ do prostszej postaci (3) przez wprowa-
dzenie poprawek v;= %, w dalszym ciggu bedziemy rozwazali przede
wszystkim wyréwnanie obserwacji jednakowo dokladnych.

Rozwinmy funkcje W = W(x,y ... u) w szereg Taylora w otoczeniu
punktu (xg, Yo . . . ). Przy zatozeniu, ze przyrosty zmiennych niezaleznych
dx, dy ... du sg dostatecznie male bedziemy mogli napisaé:

W,

[
d
P u--

W(x0+dx)y0+dy, oo u0+du) = W0_|_

W, oW,
Y dx+ TS dy+ ...+
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) W, a*W, . . . . . s
gdzie WO,—ax—O, S 832 itd. oznaczajg odpowiednio wartosci funkcji W oraz

jej pierwszych i drugich pochodnych czgstkowych obliczone w punkcie
(Zg, Yo .- ’LL()).

Wzor (5) przedstawimy w postaci krakowianowej:
4 1 27
W=W0+Wo-dx+?dX-W0-dX, (6)

gdzie dx oznacza jednokolumnowy krakowian przyrostéw zmiennych
niezaleznych:

dx
dx = dy

du

W' — jednokolumnowy krakowian pierwszych pochodnych:
W,
dx

Wy
Wo=/!{ 9y },

W,
u

zas W, — kwadrasty krakowian drugich pochodnych:

EW, W, W,
Bxdx dydx T dudx
BEW, EW, W,
W, = laxoy sysy ' sudy
2W, W, W,
dxdu dydu " dudu
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Krakowian W jest krakowianem symetrycznym, poniewaz drugie
pochodne roznigce sie tylko kolejno$cig rdzniczkowania sa sobie réwne,
W 3*W

np-: oxdy - dydx *
Zwréémy teraz uwage na fakt, ze elementy pierwszej kolumny krako-

wianu Wy sg pierwszymi pochodnymi czastkowymi pochodnej %M—/, ana-

3
logicznie elementy drugiej kolumny sg pierwszymi pochodnej TTZ itd.

W zwigzku z tym, mnozgc kolumne dx przez kolejne kolumny krakowia-
" — W
nu W, bedziemy otrzymywali rézniczki zupelne pochodnych Y %Z—
itd. Utozsamiajgc przyrosty pochodnych czgstkowych z ich rézniczkami
zupelnymi bedziemy mogli zatem napisaé wzoér
W =W, +dx W, , (7)

wyrazajacy wartosci pierwszych pochodnych w punkecie (xy + da, yo +
+ dy ... ug + du).

Zalozmy, ze punkt (X,Y ... U) speilniajacy warunek minimum (3) lezy
w otoczeniu punktu (x, Yo ... Uy), WOWezas wyréwnanie sprowadza sie do
znalezienia takich przyrostow dx, dy ...du, ktére dodane do wartosci
XLy, Yo ... Yo dadzg nam wartosci X, Y ... U:

X =xy+dx
Y =y, +dy
U=u,+du

Poszukiwane przyrosty dx, dy ... du oblicza sie przyréwnujgc do zera
pierwsze pochodne funkcji W. Na podstawie wzoru (7) mamy od razu:

dx- Wy + Wy =0 (8

Réwnanie krakowianowe (8) przedstawia ukiad r symetrycznych réow-
nan liniowych o r niewiadomych:

W, W, W, . | oW,
szox T 323y dy+ ...+ sz T oz =0
2W, W, 2W, oW,
: it S0 gy S0
dyox dr+ Yy dy + t dyou ut Yy 0 9)
W, W, . . oW,

=0

gzt SWo g Wogy
Judx sy YT T Busu o
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Uklad ten jest rownowazny oczywiscie uktadowi réwnan normalnych:

[aaldx~+[abldy+ ... +[aqldu+[al] =0
[baldx+[bbldy+ ... +{bgldu-+[bl] = 0 (10)
[qaldx+[gbldy+ ... +[qqldu+[ql] = 0
gdzie a;, b;...q; sg wspoétczynnikami zas l; wyrazami wolnymi rownan
poprawek
v, =adx+bdy+ ... +qdu-tl; i=12...n (11)
powstatych przez sprowadzenie réwnan (2) do postaci liniowej.
Dla wykazania zwigzku istniejgcego miedzy wspoétczynnikami i wy-
razami wolnymi ukladu rownan normalnych oraz pochodnymi czgstko-
wymi funkcji W przedstawimy te funkcje w postaci:

W = [vv] = [(adx+bdy+ ... +qdu+1)?] (12)
Cbliczajgc pierwsze pochodne czgstkowe otrzymamy kolejno:
aw
% = 2[badz+bdy+ ... +qdut),
oW

W punkcie (xg, yo .. .up) przyrosty dx, dy ...du sg rowne zeru, mamy
zatem:

Wo _ o), Mo _ oy, 2o _ gy (13)

0
oy Ju

Z kolei obliczajac drugie pochodne czastkowe otrzymamy:

FW, W

S = 2[aa], R 2[ab] itd. (14)

aarc’ay

Udowodnimy teraz, ze funkcja W osigga rzeczywiscie minimum

w punkcie, dla ktorego jej pierwsze pochodne sg rowne zeru. Przeprowa-

dzenie dowodu sprowadza sie do wykazania, ze dla dowolnych wartosci

dX, dY ...dU w obszarze otaczajagcym punkt X, Y...U spelniona jest
nierownos¢:

WEX+dX, Y+dY ... U+dU) > W(X,Y...U), (15)

gdzie (X, Y ...U) — punkt, dla ktérego pierwsze pochodne sg réwne zeru.
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Na podstawie wzoru (8) napiszemy od razu:
WXAdX, Y+dY...U+dU) = WX, Y...U)+ %dX-W”-dX

Tak wiec, aby wykaza¢ slusznosé nieréwnosci (15) nalezy udowodnig,
7ze wyrazenie dX - W” - dX jest dodatnie dla przyrostéw dX, dY ... dU nie
rownych jednoczesnie zeru.

Krakowian W”, podobnie jak i krakowian wspétczynnikéw ukiadu
réwnan normalnych, posiada pierwiastek o elementach rzeczywistych,
mozemy zatem napisa¢:

dX-W'.dX = dX(/W" -y WX .
Stosujgc kolejno twierdzenie dysocjatywne i asocjatywne otrzymamy:

dXr VW' Yy W' dX = (dX7 Y W) (dX7 ) W) = (X ) W)
Jak wida¢, wyrazenie dX+W”-dX jest kwadratem krakowianu jedno-
kolumnowego i jest wobec tego dodatnie, co nalezalo wykazaé.
Na zakonczenie podamy kilka wzorow wyrazajacych minimalng war-
tos¢ funkcji W. Wzory te uzyskamy latwo wychodzge z wzoru (6)
I uwzgledniajgc réwnanie (8):

Wi, = Wo — 5 dx- W, - dx ae)

Wonin, = Wo + -;«w;, -dx an
1 ' 1y — ’

Wnin, = Wy — 5 Wi(Wy) 1Wo (18)

3. Obliczanie pierwszych i drugich pochodnych funkcji W

Wyprowadzone w poprzednim rozdziale wzory pozostang tak dilugo
wzorami o charakterze wylacznie teoretycznym, dopoki nie bedg podane
sposoby obliczania pierwszych i drugich pochodnych funkcji W. Zagad-
nieniem obliczania tych pochodnych zajmiemy sie obecnie.

Jak wiadomo, pierwszg pochodng czgstkowa funkeji F = F(x,y...u)
wzgledem jednej ze zmiennych, np. x definiuje sie jako granice stosunku
przyrostu funkeji do przyrostu zmiennej niezaleZznej:

8F i Flx+4y...w)—Flxy...u)

1
ox Al—>0 A4

Analogicznie definiuje sie drugie pochodne czastkowe: s3 to granice
stosunkéw przyrostow pierwszych pochodnych do przyrostu zmiennej
niezaleznej.
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Przy dostatecznie malym przyroscie 4 pochodne czastkowe moga by¢
obliczane bezposrednio jako stosunki przyrostu funkcji badz pochodnych
do przyrostu zmiennej niezaleznej. Tego rodzaju obliczenie pochodnych
czastkowych funkeji W w punkcie (o, Yo, 20 - - - Ug) Opiera si¢ na oblicze-
niu szeregu wartosci tej funkeji dla wartosci zmiennych niezaleznych
powstatych z wartosci X, Yo, 2o . . - Up Przez dodawanie badZz odejmowanie
przyrostu 4. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

W, = W(xg+ 4,90,20 - - Ug), Wy = W(xe,yo+ 4,20 - - - ugp) itd.
Wz = W(xy— 4,Y0,20 - - Up), Wy = W(xg,yo— 4,2 - . . up) itd.
Wiy = Wiy + 4,0+ 4,20 - ug), Wy = Wiy + 4,906,201+ 4, . - up) itd.

Tak wiec przez W, badz Wi bedziemy rozumieli wartosci [funkcji
W obliczone na podstawie x = xy + 4 badz x = x5 — 4 przy niezmienio-
nych wartosciach pozostatych zmiennych niezaleznych vy, 2q. . . %y, analo-
gicznie przez W, bedziemy rozumieli wartos¢ funkcji W obliczong na
podstawie x = xy + 4, y = yo + 4 przy niezmienionych wartosciach po-
zostalych zmiennych niezaleznych zp... ug itd.

Pamietajac o tych oznaczeniach, jak rowniez o stosowanym juz uprzed-
nio oznaczeniu Wy = W(xy, 9o, 20 . . - Up) bedziemy mogli napisaé interesu-
jace nas wzory na pochodne czgstkowe funkcji W = [vv] w postaci:

Wy We Wz W, W,—Wj

W - o N i itd. (19)
FWy (W Wo)—(Wo—W3) 44, (20)
dxdx 4

. W (W

FWo _ Way=Wy)—(Wa—Wo) (21)

dxdy A?

Stusznosé tych wzoréw wynika bezposrednio z definicji pochodnych
czgstkowych pierwszego i drugiego rzedu.

Wezmy pod uwage dla przykladu wyrownanie uktadu n obserwacji
z 2 niewladomymi. W tym przypadku nalezy obliczy¢ 2 pochodne czgstko-
we pierwszego rzedu wg wzoru (19) oraz 3 pochodne czgstkowe drugiego
rzedu wg wzorow (20) i (21):

W, W, W, &W, &W,  #W,
dx ' 8y ' dxdx’ dydy' oxdy  dydx”
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Dla obliczenia 5 podanych pochodnych czastkowych niezbedne jest
obliczenie 5 wartosci funkeji W (nie liczgc wartosci Wy):

Wy, Wy, Wz, Wy, Wy,

Ogolnie rzecz biorgc, na podstawie n wartosci funkeji W mozna obliczyé
n pochodnych czgstkowych.

Wartos¢ 4 nalezy obieraé z przedziatu An;,. << 4 << A, Przy czym
nalezy sie kierowa¢ podanymi ponizej wskazdéwkami.

i. Gérna granica przedzialu 4,,,.. wynika z utozsamiania w trakcie
rachunku przyrostéw funkcji z ich rézniczkami zupeinymi. Przy ustala-
niu tej granicy mozna sie postugiwaé¢ wzorami J. Panasiuka [18].

2. Dolna granica przedzialu 4,,;,. wynika z wymagan odnosnie dokiad-
nosci rachunku. Wraz ze wzrostem 4 zwicksza sie ilo§¢ cyfr znaczacych
‘w przyrostach funkcji W wystepujacych we wzorach (19) — (21) i tym
samym rosnie dokladnos$¢ rachunku.

W praktyce ustalanie wartosci 4 nie sprawia zadnych klopotow,
ze wzgledu na znaczng dokladnos¢ rachunku maszyn elektronowych.

Wzory (19) — (21) sa niewatpliwie dosé klopotliwe w realizacji prak-
tycznej. Obliczanie wartosci funkeji W = [vv] sprowadzajace sie do wielo-
krotnego obliczania poprawek v wedlug wzoru (2)

v = Li(x,y ... u)—19%*

wymaga wykonywania wielu operacji rachunkowych. W zwiazku z tym
nalezy sie zastanowi¢, czy stosowanie wzorow (19) — (21) jest celowe.

Zauwazmy najpierw, ze we wzorach tych wystepujg r6znice war-
tosci funkeji W = [vv], co pozwala na ograniczenie ilosci obliczanych
poprawek v;: wystarczy oblicza¢ tylko te poprawki, ktore sg zalezne
od modyfikowanej zmiennej, np. obliczajgc réznice W, — Wz, W, — W,
wystarczy oblicza¢ poprawki zaleizne od zmiennej wx.

Istotre zmniejszenie pracochlonnosci uzyskamy jednak dopiero przez

zastcsowanie wyprowadzonych dalej wzoréw ulatwiajgcych obliczanie
poprawek podstawowych obserwacji geodezyjnych.

4. Wyréwnanie funkcji obserwacji

Niech dany bedzie uklad obserwacji L{* (i =12..7n) o bledach
srednich m;. Wykazemy, ze wyrdwnanie tego ukladu metodg najmniej-
szych kwadratow jest rownowazne wyrownaniu uktadu funkcji obserwacji

dF,
Fi(L?*) o bledach $rednich M; = T

i
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Wyréwnanie danego ukladu obserwacji niejednakowo dokladnych
sprowadza sig do wyrdéwnania ukladu obserwacji jednakowo dokladnych

o poprawkach Vi Mozemy zatem napisaé¢ dla kazdego z ukladow:
m

i

obs. obs.
v _ Liwy.. WL _ Li— L™ (22)
m; mi m;
V, _ F{L)—F(L™) (23)
M, dF,
i i,
dL,

gdzie v; oraz V; sa odpowiednio poprawkami obserwacji oraz funkeji
obserwacji.
Wyréwnanie tych ukladéw bedzie rownowazne, tzn. bedzie prowadziio
- Vi o
do tych samych wynikow, jesli ilorazy ’r?r)zl oraz .. bedg sobie réowne.
Rzeczywiscie, dla niewielkich poprawek v; = L; — Lo przyrost funkcji
F;(L;) — F; (L?bs‘) wystepujgey w liczniku wzoru (23) mozemy zastgpic

F. s V; ; . . .
rozniczka Z—L—’(Li~L?b‘ ‘),wobec czego M‘:::l'— (Oczywiscie zaklada sie tu,

i i

ze pochodne Zﬁ: istnieja).

Podane powyzej dos$¢ interesujgce twierdzenie pozwala na zastgpienie
wyrdéwnania obserwacji wyrdwnaniem ich funkeji, np. zamiast wyrow-
nania katéw mozna by wprowadzi¢ wyréwnanie funkcji trygonometrycz-
nych, przy czym nalezalo by wowczas mowi¢ o ,,rownaniach poprawek
funkeji trygonometrycznych” itd. Aby jednak nie wprowadza¢ nowych
i chyba zbednych terminéw zauwazmy, ze zagadnienie sprowadza sie de
facto do sposobu obliczenia przyrostow zmiennej L, ktory polega tu
na zastosowaniu zaleznosci rézniczkowej:

AF
AL = aF (24)
dL

Z zaleznodci te] bedziemy korzysta¢ przedstawiajac réwnania popra-
wek cbserwacji geodezyjnych w postaci dogodnej do wielokrotnego obli-
czania wartosci funkcji W = [vv].

5. Réwnania poprawek podstawowych obserwacji geodezyjnych

Rownanie poprawki obserwacji kagtowej. Przypusé-
my, ze kat « pomierzony zostal na punkcie C, przy ezym celowano na
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punkt L polozony na lewym ramieniu kata oraz na punkt P polozony na
prawym ramieniu tegoz kata.

Réwnanie poprawki kata o zapiszemy w postaci:

L
Vg = arctgf—l-oc, (25)
2

gdzie
c fi = Az Ayp—Axpdyy,
fo = Ax dxp+ Ay dyp,
P zas
dxy = xp—xc, Ay, =yr—yYc, Axp =xp—2xc, Mp = Yp—Yc.

Powyzsze rownanie tatwo przeksztalcimy na podstawie zaleznosci (24):

—% —tga
2
Vo= § (26)
f_z —ctg o
1 N dy|tga|=1
~ (i +ctg’) edsited
Jak widaé, realizujgc wielokrotnie wzoér (26) dla réznych wartosci
wspolrzednych, obliczamy ilorazy %1 badz ;—2 , natomiast realizacja
2 1
wzoru (25) wymaga obliczania wartosci arctg —f}, co jest znacznie bar-
2

dziej pracochtonne.

Roéwnanie poprawki obserwacji liniowej. Pomiedzy
punktami i, j pomierzono odlegtos¢ d. Poprawka tej odleglo$ci wyraza sig
wzorem:

vg = V(xi—xP+@i—y) —d
d Wykorzystujac zalezno§é (24) dla F = d?
napiszemy od razu:

(xi—x)f + i~y —d?
2d

Vg = 27

Na podstawie rownania (27) poprawki vy otrzymujemy bez obliczania
pierwiastka kwadratowego.
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Rownanie poprawkiobserwacji kierunkowej. Przy-

pusémy, ze na punkcie i pomierzone zostaly z jednakows dokladnoscig
kierunki na punkty 1,2...n.
Oznaczmy przez f§ pomierzone ]
wartosci kierunkoéw, za$§ przez
¢ — azymuty (katy kierun- .
kowe).

Wyréwnang warto$é pomie-
rzonego kierunku fi + v, mo-
zemy przedstawi¢ w postaci
réznicy azymutow (patrz rysu-
nek):

BtV = pr—py k=12...n

i wobec tego:

v = (@ — B} — s (28)
Sumujgc roéwnania (28) utworzone dla wszystkich pomierzonych
na punkcie ¢ kierunkéw otrzymamy:

[v] = [p—Bl—ne,
Uwzgledniajgc warunek [v] = 0 i odejmujgc podzielone przez n row-
nanie sumowe od réwnan (28) bedziemy mieli:

Ve = (Pe—Br) — ’@gﬂ] (29)

Zalézmy teraz, ze kierunki g zostaly ,,zorientowane” na podstawie
przyblizonej wartosci azymutu pierwszego kierunku, tj. ze zostaly obli-
czone wartosci

Pk = Bt (30)

Latwo sprawdzi¢, ze roOwnanie (29) jest spelnione rowniez dla kierun-
kéw zorientowanych:
, !
e (31)
Aby unikngé¢ wielokrotnego obliczania azymutow ze wspdtrzednych
wg wzoru:
— Ye—Yi
@r = arctg p )

K Ly

nalezy stosowaé do obliczenia réznic @ — @x Wzor nastepujacy:
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g—::g' — tg o )

— gdy |tg gx| <1
, 14-tg* o
Pl = (32)

xk_'x, ’

Yy, P o
: — gdy|tgex|=1

~(1+ctg®gx) =

Jak z tego wida¢ rachunek poprawek v, wygodnie jest wykonywaé
w nastepujacej kolejnosci:

a) obliczenie na podstawie wzoru (32) roznic @, — @i dla wszystkich
kierunkéw pomierzonych na punkcie i,

b) utworzenie $redniej arytmetycznej z tych roznic,

¢) odjecie utworzonej sredniej arytmetycznej od réznic r — g zgod-
nie z wzorem (31).

6. Metody iteracyjne

Wzory (19) — (21) pozwalajg na obliczanie pierwszych i drugich po-
chodnych funkcji W = [vv], co jest réwnoznaczne z obliczeniem wspoi-
czynnikow i wyrazéw wolnych réwnan normalnych, przy czym pominiety
zostaje przejSciowy i nieistotny etap rachunku, jakim jest utworzenie
uktadu rownan poprawek doprowadzonych do postaci liniowej:

v; =q;dx-+b;dy+ ... +qdutl; i=12...n

Jednakze zaréwno algorytm ulozenia jak i rozwigzania ukladu réwnan
normalnych jest dosé skomplikowany, w zwigzku z czym na szezegding
uwage zastugujg metody iteracyjne, ktére w oparciu o wzory (19) — (21}
sprowadzajg catosé¢ zadania wyréwnawczego do wielokrotnego obliczania
wartosci funkeji W = [vv] .

Iteracja pojedynczych niewiadomych. Iteracja ta po-
lega na znalezieniu minimum funkcji wielu zmiennych:
fov] = W(xy, x5 ... x,) = min.

poprzez wielokrotne obliczanie minimum tej funkcji jako funkeji jednej

*) Opisywanych tu metod nie nalezy stosowaé¢ do wyrdéwnania obserwacji niwe-
lacyjnych i grawimetrycznych, charakteryzujgcych sie szczegélnie prostg postacig
réwnan poprawek. Iteracyjne wyrdownanie tych sieci przedstawione zostalo w jednej
z poprzednich prac autora [10].
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tylko zmiennej: najpierw zmiennej x;, potem zmiennej x, idt., wreszcie

zmiennej ., przy czym pozostate zmienne traktuje sie jako state:
[vo]=W(x,........ ) = min.
[oo] =W(..xp..... ) = min.

(33)
[v]=W(....... x,) = min.

W procesie iteracyjnym zaklada sie pewne poczgtkowe przyblizenia

niewiadomych:

a potem oblicza sie kolejno na podstawie cyklicznie realizowanych wa-

runkow (33) —

— pierwsze przyblizenia x?, :cél), .. x(,l),
--— drugie przyblizenia xiz), ;2), x(,z),
— dalej przyblizenia x§k), :r:g‘), x(,k) ,
— oraz przyblizenia Jc(lk“), xg(ﬂ) x(,km itd. itd.

Przebieg rachunku iteracyjnego przedstawiony jest podanymi nizej
wzorami wynikajgcymi z warunkow (33) i wzoru (8):

e = dx(,’-‘), (34)

aw®

ox;
da® = — 82?‘](,() L i=12...7 (35)

53@ ox;

w®  g2®
gdzie przez ) oznaczyliSmy pochodne czastkowe funkcji W
P ox; dx; ox; .y 7 ]
obliczone na podstawie wartosci:

5 SR L IS SR (36)

tj. obliczone dla ostatnio uzyskanych przyblizen; dla poczgtkowych
i — 1 niewiadomych sg to juz przyblizenia (k -+ 1), dla pozostalych nie-
wiadomych — przyblizenia (k).

Przy realizacji wzoru (35) korzystamy z wzorow (19) i (20), w oparciu
o0 nie mozemy napisaé:

k k
da® — A W — Wi
T o W
gdzie przez W,((l;), Wg‘;.), Wf,’f), oznaczyliSmy wartosci funkeji W = [vv] obli-
czone na podstawie ostatnio uzyskanych przyblizen niewiadomych (36):

(37)

7 Prace Inst. Geodezji i Kartografii
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(k) (k+1) (k+1) (k) (k)
Wxi =W (ac1 y oo Lim1 , X +A, eoe Xp )
(k) (k+1) (k+1) (k) (k)
Wz =W 7, .21, —4,...x)
(k+1) k+1) (k) (k)
WOi = W(.’L’l gooee Liml 53 Li g eeveenn Xy )

Obliczenie kolejnych przyblizen prowadzi sie az do momentu, gdy
z dostateczng dokladnoscig otrzymamy

de® =0, i=12...r

co jest réwnoznaczne, jak to widaé¢ z wzoru (35), ze spelnieniem warun-
kow istnienia minimum funkcji W = [vv]:

W

O

Przedstawione postepowanie odpowiada iteracji Gaussa-Seidla stoso-
wanej do rozwigzywania ukladéw réwnan normalnych.

Iteracja punktowa. Poprawki typowych obserwacji geodezyj-
nych: kata, kierunku i diugosci zalezg od polozenia punktéw wyznacza-
jgcych te obserwacje, a wiec zalezg zawsze od par niewiadomych, jakimi
53 wspolrzedne plaskie x, y punktéw sieci. Okolicznosé ta jest bardzo istot-
na w programowaniu i kodowaniu danych poczatkowych, uwzgledniajac
ja mozemy np. zrezygnowa¢ catkowicie z numeracji niewiadomych i po-
stugiwa¢ sie wyltacznie numeracjg punktow, przy czym przez punkt be-
dziemy rozumieli wowczas pare wspdlrzednych.

Specyficznemu charakterowi sieci katowo-liniowych najbardziej od-
powiada iteracja, w ktérej oblicza sie jednoczesnie przyblizenia dwoéch
niewiadomych, a mianowicie wspélrzednych x, y punktu sieci. W iteracji
tej okresla sie przyblizone polozenia punktéw — i stad jej nazwa: iteracja
punktowa. Oczywiscie, w analogiczny sposéb mozna rozwazaé iteracje
wiekszych grup niewiadomych.

Iteracja punktowa polega na znalezieniu minimum funkecji wspdirzed-
nych r punktéw:

[’U’U] = W(xlyylix2)y27 .- 'xrvyr) = min.

poprzez wielokrotne obliczenie minimum tej funkcji jako funkcji wspot-
rzednych x,y jednego tylko punktu: najpierw punktu 1, potem punktu
2 itd., wreszcie punktu r, przy czym wspodirzedne pozostatych punktow
traktuje sie jako state:

o] = Wlx;, Y100 venen.. ) = min.

[or]=W(..... Loy Yo evon- ) = min. (38)

[oe]=W(........... x,,Y,) = min.
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W procesie iteracyjnym zaklada sie pewne poczatkowe przyblizenia
wspoirzednych

o 0 (@O (0) (0)
X1,Y1 , X2 7y XY,

a potem oblicza sie na podstawie cykhczme realizowanych warunkow (38)
kolejne przyblizenia:

@ , @) @, 1
X1 ,y x ;y Lr Yr,

2 @ 2) ()

s ’y ) 2 7y2 Xy, Yr
IR I k) | (k)
.'L’i ),yi ),.’L'; )7y f')’yl' ’
D) @ et o ferd) y(k+1) gD e
Przebieg rachunku przedstawiony jest podanymi ponizej wzorami,
analogicznymi do wzorow (34) — (35):
l D B * dxl(k) 39
Yy y® dy(k)
W 2W® 2w -1
dx® " ax, I oxpx; Oydx;
— * ’ 40),
dy(k) aWh l R2WE 2w (
7 ?yi 73-7;131/1‘ Y9

(k) (k)
sW a w itd. oznaczyliSmy pochodne czgstkowe funkcji W

gdzie przez

ox; ax ox
obliczone na podstaw1e wartosc1:
(k+1) (k+1) (k1) (k4D () (k) k) , (k)
» Y1 it Y1 X S Yi e X LY,

tj. obliczone dla o statnlo uzyskanych przybhzen, dla poczatkowych
i — 1 punktow sg to juz przyblizenia (k + 1), dla pozostalych punktow —
przyblizenia (k).

Wystepujace we wzorze (40) pochodne czgstkowe obliczamy stosujac
wzory (19) — (21). Rachunek uwazamy za skonczony, gdy spelnione sg
juz z dostateczng doktadnoscig warunki: da® = 0, dygk) = 0.

Zauwazmy, ze wystepujace we wzorach (40) i (35) drugie pochodne
czgstkowe mozemy uwaza¢ za wartosci state, o ile tylko wspélrzedne przy-
blizone punktéw sg dostatecznie bliskie poszukiwanym wspotrzednym
wyrownanym. Wydaje sie jednak, ze wskazane jest obliczanie tych pochod-
nych w kazdej iteracji, ze wzgledu na:

a) wynikajgcg stad kontrole rachunku,

b) uproszczenie algorytmu,

¢) oszczedno$¢ miejsc pamieci,

d) mozliwo$¢ wyréwnania pojedynczych punktéw i mocno nawigza-

7%
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nych grup punktéw (szybka zbieznosé!) przy malo doktadnych wspdl-
rzednych przyblizonych, np. odczytanych na mapie:

Przyspieszanie zbieznosci procesow iteracyj-
nych. Iteracja pojedyncza niewiadomych opierajgca sie na metodzie
Gaussa-Seidla jest zawsze zbiezna, podobnie zresztg jak iteracja grup
niewiadomych [8], ktérej szczegdélnym przypadkiem jest iteracja punktowa.
Jednakze w pewnych przypadkach wyréwnanie sieci geodezyjnych powyz-
szymi metodami wymaga obliczenia wielu przyblizen — rzedu kilkuset
i wiecej, co jest oczywiscie nie do przyjecia ze wzgledéw praktycznych.
W literaturze podaje sie wiele réznorodnych sposobow przy$pieszania
proces6w iteracyjnych. Bodajze najprostszym, a jednoczesnie bardzo sku-
tecznym, jest sposob zwany nadrelaksacjg [17].

W sposobie tym zamiast wzorow (34) i (39), odnoszacych sie odpo-
wiednio do iteracji pojedynczych niewiadomych oraz iteracji punktowej,
stosujemy wzory:

2P = 2+ pdi”, (41)
lxl(kﬂ)} lxlgk) iy dxgk)]
y§k+1) yl(k) ' dygk)
gdzie p jest wspolczynnikiem spelniajgcym nieréwnosé

1<<p<<2.

Dla kazdej sieci geodezyjnej mozna dobraé¢ pewna optymalng wartosé
wspoétezynnika g, przy ktorej proces iteracyjny przebiega najszybciej.
W przeprowadzonych eksperymentach autor ® uzyskiwal dobre rezultaty

(42)

10

A — punkt staty
© — punkt wyznaczany

*) Prace obliczeniowe wykonane zostaly przy wspoéludziale mgra inz. W. Ge-
dymina,
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stosujge w poczatkowych przyblizeniach wspétezynnik g = 1,0 oraz w dal-
szych — wspolezynnik = 1,5. Jako przyklad moze stuzyé¢ przedstawiona
na rysunku sie¢ triangulacyjna o 19 punktach wyznaczanych, ktorg wy-
rownano na maszynie UMC 1 metoda iteracji punktowej w dwoch warian-
tach. W pierwszym z tych wariantéow obliczono 18 przyblizen przy wspol-
czynniku g = 1,0 uzyskujac wspolrzedne wyrownane z doktadnoscig rze-
du 0,5 mm. W drugim wariancie jako wspoélrzedne przyblizone przyjeto
trzecie przyblizenia z pierwszego wariantu; w dalszym rachunku zasto-
sowano wspoélczynnik § = 1,5 otrzymujgc wspolrzedne z dokladnoscig tego
samego rzedu co uprzednio, juz w 7 przybliZzeniu. Zalgczony rysunek
przedstawia zmiany polozenia punktu 16 w trakcie iteracji ze wspoiczyn-
nikiem g = 1,0 oraz = 1,5.

A

T T T T T

0 1 2 3 4 )

1
<
x
©
3
-~
~
~\
N
3
3

TThe—— przebieg iferacji przy wspotczymiku = 1,0
e N — -y —y= — 0 — AR=15

Przedstawione w tej pracy wzory iteracyjne opierajgce sie¢ na metodzie
spostrzezen posrednich powinny by¢ uzywane dla sieci dos¢ mocnho nawig-
zanych do punktéw statych, czym wiecej jest punktéow stalych w sieci
i czym rownomiernie] sg one rozlozone, tym szybciej bedzie przebiegal
proces iteracyjny. Typowym przykladem sieci triangulacyjnej w pelni
nadajace]j sie do wyrdownania metodami iteracyjnymi jest polska sie¢ trian-
gulacji zageszczajacej. Wyrownanie tej sieci metoda iteracji punktowe]
nie powinno wymaga¢ obliczenia wiecej niz kilku przyblizen, nawet przy
wspotezynniku g = 1,0.
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Zastosowanie metod iteracyjnych w tego rodzaju przypadkach przy-
niesie istotne korzysci ekonomiczne wynikajgce ze skrécenia i uprosz-
czenia catego cyklu obliczeniowego, poczynajac od przygotowania danych
poczatkowych, a konczgc na poprawianiu wynikéw rachunku, po ewen-
tualnym wykryciu bltedéw w tych danych. Précz tego metody iteracyjne
pozwalajg na przeprowadzenie w sposéb uzasadniony ekonomicznie wy-
réwnania sieci nizszych klas na duzych obszarach, bez sztucznego po-
dzialu na grupy wyréwnawcze, niejednokrotnie praktykowanego przy sto-
sowaniu metod klasycznych.

Jedng z najbardziej istotnych zalet metod iteracyjnych podanych w ni-
niejszej pracy jest oszczednos¢ miejsc pamieci uzyskana zaréwno przez
skrécenie programu, jak i przez zminimalizowanie liczby zapamietywa-
nych wynikow przejSciowych. Tak na przyklad, przy wyrdéwnaniu sieci
katowych metodg iteracji punktowej™* w pamieci maszyny przechowuje
sie wytgcznie:

a) wartosci katow « i ich bledow Srednich m, (stosujagc wzory (26) za-
stepujemy te wartosci na poczatku rachunku wartosciami tga«, (1 -+
T+ tg?a) m. badz ctga, — (1 + ctg2a) m, ),

b) numery punktéw wyznaczajgcych katy: L, P, C,

c) wspoirzedne przyblizone punktow sieci, ktére w trakcie procesu
iteracyjnego przeksztalcaja sie na wspolrzedne wyréwnane,

d) wspoétrzedne punktéw stalych sieci.

Pewng wadg metod iteracyjnych jest natomiast brak skutecznych,
a jednoczesénie prostych rachunkowo wzoréw na obliczenie bledéw sSred-
nich niewiadomyech i ich funkeji. W przypadku iteracji punktowej istnieje
mozliwosé obliczania btedow Srednich wspélrzednych pojedynczych punk-
tow, co przy wyréwnaniu wiekszych sieci odpowiada zalozeniu, ze wszyst-
kie punkty otaczajgce punkt o obliczanych bledach srednich wspoélirzed-
nych sg punktami stalymi.

Jesli jednak konieczne jest obliczanie bledéw Srednich niewiadomych
badz ich funkcji, celowe jest zastosowanie podanej dalej metody oblicza-
nia odwrotnosci krakowianow symetrycznych.

7. Obliczanie odwrotno$ci krakowianéw symetrycznych

Jedng z najbardziej rozpowszechnionych metod obliczania odwrotnosci
krakowianow symetrycznych jest metoda opierajaca sie na zastosowaniu
wzoru:

[(Va)'F=a" (43)

*) W Instytucie Geodezji i Kartografii opracowano programy wyr()wnar}ia sieci
katowych metodg iteracji punktowej dla maszyn UMC 1 oraz UMC 10, obecnie przy-
gotowuje sie dalsze programy tego typu.
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Jak widaé, metoda ta polega na kolejnym obliczaniu:
a) pierwiastka krakowianowego z danego krakowianu symetrycznego a,
b) odwrotno$ci pierwiastka krakowianowego,

¢) kwadratu odwrotnosci pierwiastka krakowianowego.

Metoda ta, podobnie jak i inne metody stosowane w rachunku arytmo-
metrycznym, nie jest odpowiednia dla maszyn elektronowych, m. in. z uwa-
gi na roéznorodnos¢ wzoréw, ktore nalezy zaprogramowac. Zastanéwmy
sie nad opracowaniem algorytmu nie posiadajacego tej wady. Jako punkt
wyjscia obierzemy wzér (43), na podstawie ktérego mozemy napisa¢ wzor
nastepujacy:

a <\ =z 0 0
{1 0} Va (/a)7) —{0 o (44)
gdzie 0 — krakowian utworzony z elementéw zerowych,

* — krakowian jednostkowy.

Wzor (44) okre§la sposéb przeksztalcenia krakowianu blokowego
utworzonego z krakowianow a, =, 0:

ol

na krakowian blokowy utworzony z krakowianow a=! i 0:

lo -
0 —at
Przeksztalcenie to polega na odjeciu od krakowianu danego, kwadratu

krakowianu blokowego utworzonego z pierwiastka krakowianowego 1 jego
odwrotnosci:

Wa (/a)™)?

Odejmowanie kwadratu krakowianu daje sig¢ zastgpi¢ odejmowaniem
kwadratow kolejnych n wierszy tego krakowianu; mozemy zatem prze-
ksztatcenie ujete wzorem (44) przedstawi¢ w postaci nastgpujgcej:

{a ‘r} —(BOR—(B®)e.... —(B™)? = {0 0 }’
0

z 0 —al

. k . .
gdzie B%® oznacza k-ty wiersz krakowianu

B={ya (Va)
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Wprowadzajagc nowe oznaczenia:

pw — 2 ’}

= 0
b? = p® —(BO)
b® = p® —(B@)? 45)

b(k+1) — b(k) — (B(k))2

bedziemy mogli opisywane przeksztalcenie traktowaé jako utworzenie
ciggu krakowianéw

b®, b@, _  phetD,
gdzie, jak widaé¢

0 O
b — 46
{ ’ _a_l} (46)

Po odjeciu od krakowianu b kwadratow k-1 wierszy krakowianu B
otrzymujemy symetryczny krakowian b®), charakteryzujacy sie¢ tym, ze
w jego k-1 poczatkowych wierszach i k-1 poczgtkowych kolumnach znaj-
dujg sie wylgcznie zera. Latwo zatem sprawdzi¢, ze elementy wiersza B
mozna obliczy¢ na podstawie elementéw pierwszego niezerowego wiersza
krakowianu b®) (tzn. wiersza k) w analogiczny sposéb jak oblicza sie ele-
menty pierwszego wiersza pierwiastka krakowianowego:

B® — TR bk bk
=10,...0, )@, KLk THmk 600 (k=12...n) (47)
ol Vol

W ten sposob przeksztalcenie ujete wzorem (44) przedstawiliSmy w po-
staci jednolitego i latwego do zaprogramowania procesu rachunkowego
podanego wzorami (45) — (47).

Zastanéwmy sie teraz nad liczbg miejsc pamieci niezbednych dla prze-
prowadzenia rachunku. W tym celu zauwazmy, co nastepuje:

a) krakowiany b®,b®, .. . b,"”b™? s3 krakowianami symetrycznymi
i wobec tego moga byé pominiete elementy tych krakowianéw polozone
ponizej gléwnej przekatnej,

b) w trakcie przeksztalcenia krakowianu b® na krakowian b
liczenie prowadzi sie wylgeznie na elementach potozonych w n-+1 kolum-
nach i n+1 wierszach (patrz rysunek przedstawiajacy elementy, na kto-
rych wykonuje sie obliczenia),

¢) jednowierszowe krakowiany B® utworzone sg z nt+1 elementéow
niezerowych, pozostale elementy tych krakowianéw sg réwne zeru.

WD
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B(ﬂ 5(2) B(n)
77777 ) L7 ] L y N J
77 T '
[
/A/ T | 0 10
!
/ ,/__.__._1 ..... ———7////// L""“f‘"*"“
| -
T o 1k
L / A {
b(i) b(“) b(nH)

Powyzsze spostrzezenia wskazuja na mozliwosé przeprowadzenia ra-
chunku w obrebie jednej tabeli trojkatnej o n+1 kolumnach i wierszach,
przy czym dodatkowo nalezy zapisywa¢ n+1 elementéw wiersza B®.
Whpisujac elementy nowo obliczone na miejsca elementéow uzyskanych
w toku poprzedniego przeksztalcenia bedziemy mogli znacznie ograniczy¢
ilo$¢ miejsc pamieci niezbednych dla obliczenia odwrotnosci.

Dla przeprowadzenia tego rodzaju rachunku utworzymy ciag krako-
wianéw o n-+1 kolumnach i n-+1 wierszach:

c(l)’ c(2) .. c(n)’ c(n+l)’
gdzie
[ 1)
| 0
e — ! a B
0 l

g
{(krakowiany c* sg symetryczne; elementy tych krakowianow polozone
ponizej gléwnej przekgtnej nie sg pisane).

)

Przeksztalcenia krakowianéw ¢ dokonuje sie wedtug ponizszych wzo-
row, wynikajgcych bezposrednio z wzoréw (45) — (47):

(k+1) (k) (k) ~(k) ..
cij = Citljri—Ci1 Ciia (Gj=12...n (48)
_ ) S
k) (k) ~(k) Cit1,1 i>j)
Ci' =V cu1, Cin= l(k, (49)
G

W wyniku rachunku otrzymujemy:
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. . . . (k+1)
Istotng cechg wzoru (48) jest zapisywanie obliczonego elementu ¢ ,-,j+

z lewej strony nad elementem przeksztalcanym c,‘f)l,jﬂ, schemat tego
rachunku pokazuje zamieszczony obok rysunek. W trakcie kolejnych prze-
ksztalcen elementy ostatniej kolumny nie ulegaja zmianie.

10
]

schemat rachunky
wedtug wzoru:

(k1) _ ~(k), _ (K (k)
ci,j - C{+1‘j+1 Ci+1 )+1 @

Elementy wiersza C® s3 rowne elementom pierwszego wiersza pier-

. . . . k
wiastka z krakowianu c(k), Przeksztalcenie krakowianu ¢® na krako-

Gty dokonujemy kolejno wierszami, poczynajac od pierwszego

wian ¢
wiersza.
Przyklad. Obliczyé odwrotnoié krakowianu a:

T

Stosujac wzory (48) — (49) bedziemy obliczali kolejno:

1 -2 1 4 21 —2—% 1
¥ = 8 0p, ®={ —1 0 ®¥=; -1 0
0 0 0

W ten sposéb otrzymalismy:

)
t
L
i
" p—
)
Bl= o

!
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W powyzszym przykladzie wypisaliSmy wszystkie tabele ¢® i C®,
Nalezy jednak pamietaé¢ o tym, ze w rachunku na maszynie elektronowej
elementy nowo obliczone wpisuje sie na miejsca elementow obliczonych
uprzednio.

Ze wzgledéw praktycznych wygodnie jest niekiedy obliczaé iloczyn
— a2a~! gdzie « jest odpowiednio dobrang stala, np. 107. Iloczyn taki
uzyskamy bezposrednio, wpisujac stala « na miejsce jednosci w ostatnie]
kolumnie krakowianu c®.

Wzory (48) — (49) wymagaja uzupelnienia krakowianu a kolumng
utworzong z jednosci i n zer, co moze by¢ niekiedy niewygodne w zasto-
sowaniach. Podane dalej wzory, nieco bardziej skomplikowane od wzoroéw
(48) — (49), umozliwiajg przeprowadzenie rachunku bez tej dodatkowe]
kolumny.

Dla obliczenia odwrotnosci symetrycznego krakowianu a o n kolum-
nach utworzymy ciag krakowianow:

a® @ o e

3 o 3 )

(n+1) - -1

1
V) at

gdzie a =a, za$ a
Obliczenia prowadzi sie wedtug wzorow:

af = o AR AR Gj=12...n—1 i=j) (50)

(k+1) 1w 142
Qn,j = — N3) Aj+1, ppn = — (W)
Al Aj_
k) (k) (k) a(k)l 1
- g w
A=V a11, Ain = “'(—k) (51)
A

Wzory te wynikajg bezposrednio ze wzoréw (48) — (49).

Przyktad. Obliczy¢ odwrotnosé krakowianu a podanego w poprzed-
nim przykladzie.

Stosujgc wzory (50) — (51) otrzymamy:
o _ . @ _
AT =1 -2}, A" ={2 1|

1 - L (=22
a¥’ =a = 2}, P I
8 -1 —i

Podane powyzej wzory (48) — (49) i (50) — (51) moga by¢ rowniez
uzyte do bezposredniego obliczania niewiadomych ukladu réwnan linio-
wych, przy czym zaréwno w obliczeniu niewiadomych, jak i w oblicze-
niu odwrotnosci mozliwe jest zastosowanie kontroli sumowych.
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WezZmy pod uwage uklad réwnan normalnych w metodzie spostrzezen
posrednich i utwérzmy krakowian o podanym nizej ksztatcie:

[aa] [ab] ... [aq] [al] [as] 1
[bb] ... [bq] [bl] [bs] 1

[qql Iql] [gs] 1 (52)
[y [is] 0

[ss] O

0

Podstawiajac ten krakowian na miejsce krakowianu a we wzorach
(48) — (49), badz analogicznie we wzorach (50) — (51), otrzymamy po n
przeksztalceniach nastepujgcy krakowian (n — liczba niewiadomych):

[vv] [vv] (] Xy . X,

[vv] [x] —n x;—1 ... x,—1
—[Qi] —[Q: ... —[Qn (53)

le,l s _Qnyl

_Qn,n

[vv] — suma kwadratéw poprawek,
x; — niewiadome,
Q:; — elementy odwrotnosci krakowianu wspoélczynnikow w réwna-
niach normalnych, tzw. wspoétczynniki wagowe.

Wpisanie w krakowianie (52) kolumny sumowej [as], [bs], ... [ss] do-

starczylo nam kontroli w obliczeniu [vv] oraz niewiadomych (wyrazenia
x; — 1), natomiast przez dopisanie kolumny utworzonej z n jedynek i 3 zer
uzyskaliSmy kontrole sumowa obliczenia niewiadomych i odwrotnosci:

[x] — suma niewiadomych,
[Q:;] — suma wszystkich elementow odwrotnosei,
[Q1,], (@] ... [@n;] — sumy elementéw odwrotnosci potozonych w po-

szczegolnych kolumnach (réwne sumom ele-
mentéw polozonych w wierszach).

Analogiczny schemat rachunkowy moze by¢ oczywiscie stosowany przy
rozwigzywaniu symetrycznych ukladéw réwnan liniowych nie zwigza-
nych z metodg najmniejszych kwadratow, lecz posiadajgcych pierwiastko-
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walny krakowian wspotczynnikowy. W tym przypadku zaktadamy [Ul] = 0
i wyliczamy sumy kontrolne odpowiadajace kolumnom wyrazéw wolnych
i sumowych. W rezultacie uzyskujemy na miejscach [vv] trzy liczby rowne
sobie w granicach doktadnosci rachunku.

Dla wykazania stuszno$ci opisanego postepowania wystarczy podstawié

krakowian (52) na miejsce krakowianu a we wzorze (44) i wykona¢ dziala-
nia nakazane tym wzorem.

Przyktad. Obliczy¢ jvv], niewiadome oraz odwrotnosé¢ krakowianu
wspdtezynnikéw w rownaniach normalnych dla nastepujacego ukladu row-
nan poprawek:

vy= 12z +V2x,

. 7

Uy = V3x, +—=

V3

6

V2

Zastosujemy tu wzory (48) — (49). Utozymy najpierw tabele wspol-

czynnikow, wyrazow wolnych i sumowych réwnan poprawek, po czym
obliczymy krakowian ¢V,

'U3 :“l/é—xl -

a | b | 1 } s
V2 V2 0 212
o 7 10
o |_L VB VB
e V2 | vz

!
]
1

ro =
I
S——

C‘l’z{z 13 6

[aa] [ab] [al] [as] 1 1 4 26121 1

[bb] [b] [bs] 1 0 57 14 1 0

W [fis] 0 0f W g g
[ss] 0 O zgﬂ 0 0

00 00

0 0




110 Jerzy Gazdzicki

Pamietajgec o schemacie rachunkowym przedstawionym na rysunku
(str. 106) wykonamy kolejno 2 przeksztalcenia otrzymujgc:

@ __ 1 1 1
C _{ 224 -1 7}
448 -1
76 88 3 3
T 3 220
112
o 330
1.1
- 0
0
[vv} [vv]  [x] x, x, 1 % 63-4 -2 -1 -1 1
[vo] [x]—2 a;—1 x,—1 O ?_4 -9 -9 .0
O —[Qul —[Qul —[@u1 0] _ 2l 2o
—Qy; — Q@21 0 _i% Izé 0
—Qy 0 —% 0
0 0
Podstawiajgc dla kontroli obliczone wartosci niewiadomych x; =— 1
oraz X, =— 1 do ukladu ré6wnan poprawek otrzymamy:
v, =—2Y2,
Vo = _4__
2 l/§ ’
4
Vg =——=

64
a stad [vv] = 3
Na zakonczenie zauwazmy, ze wzorom (48)—(49) oraz (50)—(51) mozna
nadaé nieco inng posta¢. Wezmy dla przykladu wzory (48)—(49). Podsta-
wiajagc wyrazenia (49) do wzoru (48) mozemy napisaé:

®
(k+1 (k) Ci+1,1) (k) - ) .
cii? = cifip — (ﬁ) Cjt1,1 (j=12...n iz} (54)
C11

Realizujgc ten wzor wykonuje sie operacje znane z algorytmuK. Gaussa
rozwigzywania ukladéw roéwnan symetrycznych. Przy poréwnywaniu
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wzoru (54) z wzorami (48) — (49) wywodzgcymi sie z algorytmu pierwiastka
krakowianowego, nalezy braé¢ pod uwage wiekszy wplyw btedow zaokrag-
len w algorytmie Gaussa [4], [15], co jest szczegoélnie istotne w maszynach
statoprzecinkowych.

[1]

(21
(3]
[4]
[5]
(6
[7
(8]

(01
{101
[11]
[12]
[13]

[14]
[15]

[16]
[17]
{18}

[19]
[20]
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E2KNM TA3BABUIIKHU

HECKOJIBKO YMCJEHHBIX METOIOB CBS3AHHBIX
C YPABHUBAHMEM T'EOJE3UYECKUX CETEW HA
SJEKTPOHHBIX MAUIMHAX

Peszwme

B cratun nssaraercsa HECKOJIBKO YMCIIEHHBIX METOLOB CBSA3AHHEIX C ypa-
BHMBaHMEM reoge3myeckux cerey. OOIel 4epToit 3TMX METOAOB SABJSAETCS
UX IPUMEHAEMOCTh K BBIUMCJIEHMAM Ha 3JE€KTPOHHBIX MalllMHAX.

Bo 2-om pazzese yga3syeTcs, YTO CHCTEMY HOPMAaJBHBIX ypPaBHEHMII
MOXKHO IIPEJICTaBUTh TI0 popMyJie (9), B KOTOPOI KOIPPUIIMEHTH] ABJIAIOT-

(>
€A BTOPBHIMM YaCTHBIMM [TPOM3BOAHBIMY (PYHKIMM W :[——] = [pvv],a cBo-
mm

OopHbIEe YJIEHBI ITEPBBIMM IPOMIBOAHBIMM 3TOH Ke pyurumu Pasnen 3 u 4
COZIEP3KNUT M3JIOAEHME CIIOCOOOB BBIMMCJIEHUA TEX ITPOM3BOLHBLIX HA OCHOBE
npupaierHnit pysroymm W.

dns obyerdyeHuss BBIUMCJIEHUN B 5-0M pa3zielie IIPUBOAATCA ypPaBHEHMUA
TIOTIIPABOK OCHOBHAIX T€0/Ie3MYECKUX HaAOJIIOAeHM: VIja, AJINHBI U HalPaB-
J€eHMSA B BUJE HNPUTOAHBIM IJId SJIEKTPOHHBIX MaimmH [26]—[32].

B 6-oM pazpesie IpMBOJAATCA MTEPAlVOHHbIE METO[bI, KOTOPbIE CBOASAT
BCe VpaBHUBAaHME K MHOTOKPATHOMY BBIUMCJEHNMIO 3HaueHus (QyHKIuu
W = [pvv]. MznaraeTca 3[eCh MTEPALMIO OTHAEJBHBIX HEM3BECTHBIX, CO-
OTBETCTBYIOILEN MTepaiuu l'aycca-3eigess, a Takxke T.H. IIYHKTOBYIO
WTEepaluio, B KOTOPOJ BEIUMCIAETCH ONHOBPEMEHHO KOOPAMHATEL X, Y OIpe-
IeJIAIoNUIMe II0JIOXKEHNEe YPaBHMBAaeMbIX IIYHKTOB Ha IJIOCKOCTMH.

IIpuBeneHo mpuMep yPaBHMBAHMA TPUMAHTYJANMOHHGHA CEeTH COJAEpIKa-
meit 19 onpenenseMbIXx IIYHKTOB. lIpuMMeHas Hajpesakcalyio, CETb 3Ty
ypPaBHEHO mocJie BbrumcieHnsa Bcero 10 npmbimzxkenmit.

CYIHGCTBEHHBIM OpeMMyILIeCTROM M3JIOZKE€HHBIX MTEPanMOHHbIX METO-
AOB ABJAETCA c6epe}KeHMe MeCT IIaMsATH, KOTOpOe BO3HMKaeT TakK M3-3a
C3KaTOCTM ¥ IIPOCTOTHI NPOrpaMMbI, KaK M M3 BO3MOXKHOCTY MMHMMaJgU3a-
IMy 4ycja IIOMEIIEHHBIX B IIaMATH IIPOMEXKYTOYHBIX pPe3yJabTaTOB. Taxk
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HIIp. IIPY yPABHMBAHUM YIJIOBOI CETM B IAMATHM MAaIIMHBI JOCTATOYHO CO-
XPAHUTB TOJILKO:

a) HabJOneHHble YIJIbI M UX CpefHMe KBagpaTudecKue OIIMOKM,

6) HOMepa IYHKTOB ONPEAEJNAINMX YTJEI,

B) MNpuOIMKEHHble KOOPAMHATELI IIYHKTOB CETM, KOTOPBIE B Ipolecce

urepauuy npeobpa3zoByIOTCA B YpaBHEHHbIE KOOPAMHATHI,

I) KOOPAMHATHI TBEPABIX IIYHKTOB CETH.

Kazxerca, 4to 9T MeTOAbl MOTYT IIPUMEHATHCHA C XOPOIUMMM Pe3yJib-
TaTdMM K YPAaBHMUBAHUYM CETEH HMBIIUX KJIACCOB.

B 7-om pazmene BbIBOmMTCA (POPMYJIBI, KOTOpPble AAIOT BO3MOXKHOCTH
BBIYMCJIEHUA KPaKoOBAHA 0OpaTHOTO JaHHOMY.

Otu ¢popmysbl [48]—[51] BBEIZEJAIOTCA CBOEM HECJOMXKHOCTBIO M BO3-
MOXKHOCTBIO Pa3HOOOpPa3HBIX MIPUMEHEHMI, HIIP. K HEeIOCPeACTBEHHOMY
PeLUeHNIO CUCTEM HOPMAJILHBIX YPaBHEHMI.

JERZY GAZDZICKI

SOME NUMERICAI, METHODS FOR THE ADJUSTMENT
OF GEODETICAL NETWORKS USING
COMPUTERS

Summary

Some numerical methods are presented in this paper combined with
the geodetic networks adjustment. Common feature of these methods is
their application to the computers.

In the chapter 2 it is shown that normal equations system may be
represented in the form [9], in which coefficients are second partial deriva-
tives of the function W = [———7;:;]= [pvv], but residual terms are first
derivatives of the same function. Chapters 3 and 4 contain the discussing
of the computation ways of these derivatives on the base of increments
of the function W.

To facilitate computations, fundamental observation equations are given
in the chapter 5: those of an angle, of a distance and of a direction, in the
form suitable for computers [26] — [32].

8 Prace Inst. Geodezji i Kartografii
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In the chapter 6 iteration methods are presented which are reducing
all the task to the manifold calculation of the function value W = [pvv].
Here are discussed: the iteration of individual unknows corresponding to
the Gauss-Seidel’s iteration and the so called point iteration, where pairs
of coordinates x, y are calculated, determining positions of adjusted points
on the plane. An example of the adjustment of a triangulation network
composed of 19 points is presented. By means of overrelaxation this net-
work was adjusted by 10 successive approximations.

The essential advantage of the represented iteration methods is the
economy of memory, arising alike from the concise and simple programme
and from the possibility of minimizing of a number of transitional results
which shall be remembered. Thus e.g. when adjusting angular networks,
it is sufficient to preserve in memory the following values only:

a) observed angles and their mean square errors,

b) numbers of points determining angles,

¢) approximate coordinates of points, which are transformed into ad-

justed coordinates during iteration process,

d) coordinates of fixed points.

These methods seem to be very useful for the adjustment of triangula-
tion of lower orders.

In the chapter 7, formulas are derivated enabling computation of cra-
covian (matrix) inverses.

Formulas [48] — [61] are very simple and may be used to several
purposes, e.g. for the direct solution of normal equation systems.
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