
WOJCIECH JA N U SZ 526.913.001

Zagadnienie jedno lite j instrukcji poligonizacji technicznej

Znaczne rozszerzenie się zakresu stosowania pom iarów geodezyjnych 
dla potrzeb różnych resortów  z jednej strony świadczy o poważnej roli 
geodezji w  życiu gospodarczym kra ju  —  z drugiej natom iast przysparza 
personelowi geodezyjnem u szeregu kłopotów n a tu ry  organizacyjnej a czę­
stokroć też technicznej i pojęciowej. Potrzeby każdego z resortów  zleca­
jących opracowania geodezyjne są bardzo zróżnicowane, szczególnie co 
się tyczy dokładności i częstokroć nie są naw et wyczerpująco sprecyzo­
wane. Taki stan  rzeczy przy  jednoczesnym  rozczłonkowaniu w ykonaw­
stw a geodezyjnego w różnych przedsiębiorstwach resortow ych powoduje 
brak  jednolitości opracowań, a co za tym  idzie, niemożliwość ich wyko­
rzystania dla innych celów, niż te o jakich m yślano w momencie zlecania 
pracy.

Sytuacja obecna wym aga w prowadzenia jednolitej instrukcji pom iaro­
wej, szczególnie w  zakresie poligonizacji technicznej, przy czym założe­
nia instrukcji w inny być przejrzyste i zrozum iałe nie tylko dla geodety, 
ale i dla zleceniodawcy. C harakterystyka dokładnościowa poszczególnych 
klas poligonizacji w inna być oparta nie na dokładności pomiarów a na 
dokładności ostatecznych rezultatów  —  współrzędnych. Tylko takie bo­
wiem k ry te ria  mogą służyć fachowcowi z innej dziedziny do określenia 
przydatności poligonizacji danej klasy dla jego prac. W związku z  tym , na 
naradzie przedstawicieli I.G. i K. i D epartam entu Techniki G.U.G. i K. 
postanowiono przyjąć 4 klasy poligonizacji, charakteryzujące się odpo­
wiednio błędam i średnim i najsłabiej wyznaczonych punktów:

Klasa poligonowa I II III IV 

Błąd średni punktu  0,075 0,150 0,375 0,750

Dobór narzędzi pom iarowych i metod pracy, jak  również pro jek t sieci 
w inny zapewniać możliwość spełnienia powyższych w arunków , przy czym 
dokładność wyznaczenia najsłabszego punktu  w inna być w  przybliżeniu 
jednakowa w  każdym  kierunku.
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Dalej zamieszczone wyniki analiz dokładnościowych zostały uzyskane 
w sposób zgodny z przybliżonym  sposobem wyrównania, stosowanym w 
poligonizacji technicznej (z uwzględnieniem przewidywanego efektu w y­
rów nania przybliżonego). Odchyłki liniowe ciągów zostały uzyskane ze 
wzoru uwzględniającego efekt w yrównania kątów  (w instrukcji B-III 
wzór na odchyłkę liniową nie uwzględnia wpływu uprzedniego w yrów na­
nia kątów, natom iast w  praktyce określa się ją po w yrów naniu kątów  ze 
względu na wygodę w rachunku). W analizie niniejszej korzystam y ze 
wzoru na błąd punktu  w  ciągu nawiązanym  jednostronnie liniowo i obu­
stronnie kątowo. Wzór ten  wyprowadzony przez prof. S. Hausbrandta, 
w yrażony krakowianowo posiada następującą postać:*

gdzie:

—  Ł ,  j n  +  1

ogółem n  +  1 kolumn

Po w yrów naniu kątów możemy obliczyć współrzędne każdego z pun­
któw  tak, jak  w  ciągu nawiązanym  jednostronnie —  dwukrotnie: wycho­
dząc ze współrzędnych punktów  nawiązujących na początku ciągu i po 
raz drugi — wychodząc ze współrzędnych punktów  nawiązujących na 
końcu ciągu, przy czym w obu wypadkach korzystam y z niew yrów na- 
nych długości i w yrównanych kątów.

* W yprowadzenie wzoru na błąd współrzędnych punk tu  i-tego w  ciągu poligo­
nowym naw iązanym  obustronnie kątowo i jednostronnie liniowo prof. S. H ausbrandt 
oparł na związku określającym  błąd funkcji spostrzeżeń w yrów nanych m etodą zaw a- 
runkow aną. W dużym skrócie tok wyprowadzenia w ygląda następująco:

N a błąd wyznaczenia punktu  i-tego wpływ swój w yw ierają  błędy długości i k ą­
tów :

m l  =  m l d +  <

W pływ błędów długości niewyrównanych, jako wielkości w zajem nie niezależ­
nych w arunkuje znany wzór:

m pd=  ± V  n  m d

który stanowi pierwszą część wzoru prof. S. H ausbrandta wymienionego powyżej w 
tekście, rozw iniętą w  stosunku do współrzędnych punktu, którego błąd jest okre­
ślany.

Уо -  Vt x 0 — жЛ n - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 .  - 1 - 1
Vi -  У i Xi -  x \ - 1 n - 1 - 1  . - 1 - 1 - 1 - 1
Уг -  У i x 2 -  x t \ - 1 - 1 n - 1  . - 1 - 1 —1 - 1

Vi -X -  У i x i - l  Щ - 1 —1 - 1 - 1 n - 1 - 1 - 1



Zagadnienie jed n o lite j in stru k cji poligonizacji techn icznej 97

W edług wymienionego uprzednio wzoru prof. S. H ausbrandta możemy 
obliczyć błędy średnie punktu  i-tego uzyskane przy obliczaniu jego współ­
rzędnych z każdej z dróg z osobna. Czynność w yrów nania przyrostów, 
stosow ana w  praktyce po uprzednim  w yrów naniu kątów  jest identyczna 
pod względem uzyskiw anych w yników  z w yrów naniem  każdego z pun­
któw  ciągu z osobna jako węzłowego (z dwu dróg). Można wobec tego po-

W pływ błędów kątów  w yrów nanych m usim y obliczyć z uwzględnieniem  wzajem ­
nej zależności zm iennych w ynikającej z rów nania warunkowego:

v  o +  «1 +  «Î + .....................+  v n  =  Д

gdzie v  — popraw ki kątów, Д — odchyłka kątowa ciągu poligonowego.

Jeśli związek, wg którego określam y położenie punktu  i-tego w zależności (mię­
dzy innymi) od w yrów nanych kątów  oznaczymy przez F ,  to  m /; błąd punk tu  i-tego 
spowodowany przez błędy kątów  będzie się kształtow ać wg ogólnego wzoru:

mF =  “ [ ( l “ )2]- 1 “ !]'
gdzie m 0 — błąd średni pojedynczego spostrzeżenia,

a  — krakow ian współczynnikowy układu rów nań w arunkow ych:

a =  ( 1 1 1 1 1 1 1 1  . . . .  11

n  +  1 współczynników

/ — kolum na pochodnych cząstkowych funkcji względem poszczegól­
nych zm iennych w  tym  uporządkow aniu w  jakim  w ystępują one 
w  rów naniu warunkowym .

W zw iązku z tym , że położenie punk tu  określone jest przez dwie współrzędne, 
przez f_ rozum iem y kolum ny pochodnych cząstkowych współrzędnych punk tu  i-tego 
względem poszczególnych zm iennych:

Уо - y t xo —  X .  1
У\ - V i

- L  =
—  X .  1

У i-i -  y i xl -1 —  X .  1

Realizując wzór na błąd funkcji spostrzeżeń w yrów nanych otrzym am y n a  drodze 
przeprow adzenia przeróbek czysto algebraicznych drugą część wzoru n a  b łąd  punk tu  
wymienionego w  tekście.
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wiedzieć, że błąd wyrównanego punktu  jest rów ny błędowi średniej a ry t­
metycznej, której składniki posiadają określone uprzednio błędy średnie.

x '  —  X A +  d l  COS fiC[ -f- . . . .(^COS^i r
z błędem  średnim  m  .

y  =  Y A +  d k sin a, +  . . . . . . d t  sin a* 
pi

x p — X B -)- d n + i cos an + i ~ł~ • • d ,  + \ cos a t + j
‘ z  błędem  średnim  m  .

.y" =  Уд +  dn + iSin a;,+ i +  . . . f/, + i sin a,-+ j

_ v ix i +  p "x ; vW, + v'i и"

p‘ ~  “ p ' T f ”  ‘ V '  +  v " ~

2 _  mA _ ' m *
m Pi m '2 -(- ni,"2 

Pi Pi

K orzystając z wym ienionych wzorów przeprowadzono analizy dokład­
ności ciągów zamieszczonych na rysunkach przy w ykresie 1 (oczywiście 
przy zmiennej ilości punktów  wyznaczanych). Ostateczne w yniki analiz 
dokładności przedstawiono na w ykresach 1, 2, 3.

W ykres 1 a, b, c, przedstaw ia dla różnych kształtów  ciągów i klas poligo- 
nizacji zależność między n, d ,  m 0 (gdzie przez n rozum iem y ilość punktów  
wyznaczanych za pomocą ciągu, odmiennie niż we wzorze prof. S. Haus- 
brandta, gdzie n  oznacza ilość wierzchołków kątów  załamania)*. Linią cią­
głą, grubą oznaczono krzyw e stałych wartości m 0, natom iast przeryw aną
—  krzyw e stałych długości ciągu. Z w ykresu tego można wysnuć wnioski 
dotyczące m aksym alnej długości ciągu ze względu na możliwości dokład- 
nościowe pom iaru kątów. Z drugiej strony, możemy odczytać z jaką do­
kładnością należy m ierzyć kąty  ciągu o określonej długości boków (śred­
niej) i ilości punktów  wyznaczanych, aby można go było zaliczyć do 
określonej klasy poligonowej. Przybliżona co do kierunku zgodność prze­
biegu krzyw ych m 0 =  const, i krzywych L =  const, pozwala przyjąć dla 
poszczególnych klas założenie, że dokładność pom iaru kątów  jaką należy 
stosować zależy tylko od długości ciągu. Spośród wszystkich możliwych 
do zastosowania kom binacji długości celowych i ilości punktów  wyzna­
czanych w ram ach określonej długości ciągu (a więc i określonej w arto­
ści m 0 jaką należy uzyskać w  danej klasie) można w ybrać w oparciu o 
zbadanie możliwości praktycznych, wielkości optym alne długości boków 
poligonowych.

* Na w ykresach la , b, с oraz За, w zdłuż osi poziomej odkładano w artości d, 
a  wzdłuż osi pionowej w artości n.
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W ykres 2 w ynika bezpośrednio ze wzoru na błąd najsłabszego punktu  
i podaje wielkość błędów średnich pom iaru długości dla poszczególnych 
klas w  zależności od ilości punktów  wyznaczanych. W ykres ten  nie może 
być w ykorzystany w swej form ie do dalszej analizy i stanowi tylko pod­
stawę do sporządzenia w ykresu 3.

WYKRES 2. ŚREDNIE BŁĘDY POMIARU DŁUGOŚCI W ZALEŻNOŚCI OD ILOŚCI
PUNKTÓW WYZNACZANYCH
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W ykres За mówi nam, jak i w inien być błąd względny pom iaru długości 
przy  określonych w artościach d. i  n  dla danej klasy poligonowej. Opero­
wanie jednak pojęciem błędu względnego (utartym  w praktyce) nie jest w 
naszym  przypadku wygodne, ponieważ —  jak  wskazuje w ykres —  przy d a ­
nej długości ciągu błąd względny pom iaru długości w inien zmieniać się w

WYRKES За. BŁĄD WZGLĘDNY DŁUGOŚCI
Klasa 1 Klasa ï Klasa 3

20

15

10

5

I l l  1
wV

V
V
\

\\NN
Г Л Л w o o

i a ̂  
3 aV
V

V\V\N \ a

4

К łasa i  

\
\

V 4 \
V

\ к ' 4

\
>4 N

100 200 300 400 500

zależności od stosowanej długości boków poligonowych. P rzy  operow aniu 
więc pojęciem  błędu względnego u trudnione jest określenie rodzaju przy­
m iaru i sposobu pom iaru jaki należy zastosować. W ygodniejszym w ko­
rzystaniu jest w ykres 3b —  krzyw ych błędu długości, jak i należy uzy­
skać przez zastosowanie określonego przym iaru długości (w m yśl założe-

WYKRES 3b. BŁĘDY DŁUGOŚCI PRZY STOSOWANIU OKREŚLONEGO
PRZYMIARU

(przy założeniu m  =  0,1 m  /  d ,  gdzie m  — błąd pom iaru odcinka 100-metrowego)
K issa  1 k < a s a ś  K la sa  3  K ia s a i
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nia, że przy danym  rodzaju przym iaru  i stosowanym  sposobie pom iaru 
błąd średni m ierzonej długości jest proporcjonalny do jej pierw iastka 
kwadratowego). Podobnie jak  na w ykresie 1 w  odniesieniu do kątów, mo­
żemy stw ierdzić na wykresie 3b istnienie przybliżonej zgodności przebie­
gu krzyw ych L =  const, i krzyw ych błędu długości pomierzonej okreś­
lonym  przym iarem  bez względu na wielkość d .

Należy podkreślić, że w ykresy omówione wyżej podają wartości błę­
dów średnich pom iaru przy założeniu, że w pływ  błędów kątów  na błąd 
wyznaczenia najsłabszego punktu  w  ciągu je s t rów ny wpływow i błędów 
długości. Ponadto, przy opracowywaniu w ykresów  przyjęto  założenie 
bezbłędności punktów  nawiązujących. W pływ błędów punktów  naw iązują­
cych uwzględniać będziemy poprzez zm niejszenie wartości m 0 i m d odczy­
tanych z wym ienionych wykresów.
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Błąd punktu  i-tego w ciągu wiszącym, w ynikły tylko z błędów pun ­
któw  nawiązujących, możemy obliczyć ze wzoru:

'2  2 I d 2 2
m p jn =  m p  +  M  m  a„

gdzie: nip — błąd średni punktu  nawiązującego, R  — odległość od pun­
ktu  nawiązującego do i-tego, ma„ — błąd azym utu nawiązującego.

Przy  założeniu równości błędów wszystkich punktów  nawiązujących 
można napisać:

m P 
=  n i­

gdzie S — długość celowej nawiązującej; 

wówczas:

2 2 ■ ■ / ^  m, =  m iP. ?l Tl 1 + l s
Można dalej przyjąć, że wpływ błędów punktów  nawiązania na błąd 

wyrównanego punktu  i-tego kształtuje się wg wzoru na błąd średniej a ry t­
metycznej :

P  ■O % M
m L =  p ,’ i n m' 2 4 -  to"2D. 1 n .r łi

Poniżej zamieszczamy tabelkę w sp ó łc zy n n ik ó w ^ , przez które należy 
pomnożyć błędy średnie pom iaru kątów  i długości odczytane z w ykre­
sów 1 i 3, w  w ypadku gdy stosunek т Р[ n do charakteryzującego daną 
klasę błędu wyznaczenia najsłabszego punktu  przyjm uje określone w ar­
tości:

m p
i  n

m p
i

0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,6 0,7 0,8 0,9

b 1,00 0,98 0,96 0,92 0,87 0,80 0,71 0,60 0,44

W powyższej tabelce symbol i odnosi się do nasłabszego punktu  ciągu.

Przykład  korzystania z wyników analiz
Należy pomierzyć ciąg poligonowy o kształcie zbliżonym do zamiesz­

czonego przy w ykresie lb  (esowy). Ilość punktów  wyznaczanych n  =  7, 
d =  200 m, klasa II, błąd punktu  nawiązującego m P =  0,05, długość ce­
lowej nawiązującej S =  400 m.

Z w ykresu lb  m0 =  30"
Z w ykresu 2 m d =  0 , 0 4
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Z w ykresu 3b odczytujem y, że należy zastosować przym iar i sposób 
pom iaru zapew niający uzyskanie błędu średniego nie większego niż 
0,005 }/T

Ze wzoru na w pływ  błędów punktów  nawiązujących:

odpowiadający tem u stosunkowi współczynnik 8 wynosi 0,60, wobec czego:

W w ypadku gdy określam y dokładność całej sieci poligonowej, należy 
obliczyć błędy średnie punktów  węzłowych, uzyskane z każdej w ykorzy­
stanej do w yrów nania drogi, wg wzoru na błąd punktu  po w yrów naniu 
kątow ym  (podwójną wartość tak uzyskanego błędu średniego punktu  
węzłowego możemy później uważać za dopuszczalną odchyłkę liniową, 
w  w ypadku gdy dokładności pom iaru zgodne są z określonym i a ’priori 
przy analizie). Następnie należy obliczyć błąd średni wyrównanego pun­
k tu  węzłowego ze wzoru na błąd średniej arytm etycznej oraz błędy śred­
nie azym utu węzłowego uzyskane z każdej z dróg, wg wzoru:

i podobnie jak  dla błędu punktu  —  błąd azym utu węzłowego po w yrów ­
naniu. Za dopuszczalną odchyłkę kątow ą ciągu uważać będziemy pod­
w ójny błąd średni azym utu węzłowego (względnie końcowego w  ciągu 
nawiązanym  obustronnie do punktów  osnowy wyższego rzędu), uzyskany 
w sposób zgodny z ostatnim  wzorem. Z kolei obliczamy błędy średnie 
punktów  na poszczególnych ciągach, przyjm ując w pływ  błędów punktów  
węzłowych i naw iązujących oraz azym utów węzłowych i nawiązujących 
na końcach badanego ciągu.

Z uwagi na w ielką różnorodność kształtu  sieci poligonowych, jak  rów ­
nież dosyć dużą pracochłonność przeprowadzania w stępnych analiz do- 
kładnościowych, należy przyjąć, że przy pomiarze sieci, odczytane z w y­
kresów  1, 2, 3 dokładności pom iaru, wzięte dla najdłuższego ciągu w  sie­
ci, w inny być powiększone ok. odwukrotnie. Takie przyjęcie dokładności 
pomiarów, winno zapewnić uzyskanie błędów średnich wyznaczenia n a j­
słabszego punk tu  w  sieci, nie większych od podanych w  instrukcji. W w y­
padku pom iaru ciągów między punktam i wyższego rzędu, nie wchodzący­
mi w  skład sieci w yrów nyw anej, można przyjąć za dopuszczalną odchył­
kę liniową czterokrotny błąd średni najsłabszego punktu , charakteryzu­
jący instrukcyjn ie  daną klasę poligonizacji.

i n

m 0 =  0,60 • 30" =  18"
m d =  0,60 • 0,005 ]ЛГ =  0,003 J/ d

t v ?  a w =  łim | +  m2 a„
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1956.

* Zamieszczony w  cytowanej pracy Pawłowa wzór na błąd punk tu  w ciągu n a ­
w iązanym  obustronnie kątowo i jednostronie liniowo jest słuszny tylko w odnie­
sieniu do punktu, na którym  zostaje dokonane naw iązanie kątowe ciągu.



ВОЙЦЕХ ЯНУШ

П Р О Б Л Е М А  О Д Н О Р О Д Н О Й  И Н СТРУК Ц И И  
ТЕ Х Н И Ч Е С К О Й  П О Л И ГО Н И З А Ц И И

Р е з ю м е

Р е ф е р а т  закл ю ч ает оп и сан и е сп о со б а  п роведен и я анализа точности , 
сл уж а щ его  для о п р ед елен и я средни х ош ибок изм ерении при техн и ­
ч еской  полигонизации. О со б е н н о  си л ьн о п од ч ер кн ут с о в е р щ е н н о  
новы й сп о со б  подхода редакционной комисии к этой п р о б л ем е ин­
струкции. Э тот новы й с п о со б  закл ю чается в том, что классы  поли­
гонизации хар ак тер и зую тся  не то ч н о сть ю  измерении, а то ч н о стью  
о кон ч ательн ы х р е зул ь тато в  —  т. е. коорди н ат. Р езул ьтаты  анализ 
даны  в р е ф ер ате  в ф орм е диаграмм. На диаграм м ах даны  ср ед н и е 
ош ибки изм ерении, какие сл е д у е т  п ол уч и ть в сл у ч а е  поли гон ов, по­
хож и х св о ей  ф орм ой полигонам  на п ри лож енн ы х ри сун ках. А нализ 
точ н ости  о сн о ван  на точны х ф орм улах, предвидящ их ур ав н о в еш ен и е 
общ еприм еняем ы м и в техн и ч еской  полигонизации сп особам и .



WOJCIECH JAN U SZ

ON THE PROBLEM OF A UNIFORM INSTRUCTION ON TECHNICAL
TRAVERSING

S u m m a r y

The present paper contains a description of the procedure adopted for 
carrying out analyses of accuracy serving to define the m ean erro rs of 
m easurem ents in technical traversing. P articu lar emphasis is laid on the 
novelty  of the  treatm ent of the subject by the editors of the d raft m ea­
suring instruction due to characterizing the classes of traversing not on 
the basis of the  accuracy of the m eassurem ent but on the basis of the 
accuracy of the final results, the co-ordinates. In conclusion the present 
paper gives the results of the  analyses in the form  of diagrams. These dia­
gram s show the mean errors of m easurem ent which ought to be achieved 
if the shapes of the  traverses approxim ates those shown in the opposite 
figures. The analyses of accuracy are based on exact form ulae anticipa­
ting the  effect of levelling by m ethods generally applied in  technical tra ­
versing.
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